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研究の要約
小学校第2学年で学習する乗法九九での算数的活動としては、乗法九九表に潜むきまりを発見する探究的
な活動が設定されている。本稿では、そのきまりに注目し、より発展的に促え、鉱張した九九表の代数的構
造を考察し、実践にいかせるようにその理論を提供したし、。更に、これまでにも九九表の中に存在する値の
総和の算出法については知られているが、得られた性質に着目し、より簡潔に総和を算出する方法について
考察する。
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1 はじめに
万葉集第十一巻二五四こは次の通りである:
若草乃新手枕乎巻始市夜哉将間二八十一不在図
(若草の新手枕をまきそめて夜をや繭てむ
憎くあらなくに)
万葉集は、その詳細に不明な点があるとされながらも奈
良時代にまとめられたことが知られている。上記はその
中の一つであり、「八十一J部分は r(に)くくJと読み、
万葉集に『算術乗法九九(九九).sが使用されている一例
としてよく知られている。もっとも、『九九』に関して
は、 2010年に奈良文化財研究所が平城宮の官庁街、東
方官街跡 (8世紀)を調査し、「一九如九 (1x 9 = 9)J 
と表記された習書木簡が見っかり、より時代をさかのぼ
ることが出来る。また、この発見では、「如J(積がー 桁
の場合に挿入されたとみられる)の字を使う表記が古代
中国算術書『孫子算経』と同様であることから、中国か
らの伝来を示す最古の資料として注目されている(平安
与える。幸い、日本では、数字を数種の読みで表現でき
る(例:r 8Jはち、は、はっ、ぱ)ので言語呂良く表現で
き習得率を高める一因となっている。加えて、学習指導
要領では、『九九表』を単に覚えるだけでなく、「乗法九
九の表を構成したり観察したりして，計算の性質やきま
りを見付ける活動J、小学校学習指導要領解説算数編
では、探究的活動として「九九表に潜むきまりを発見す
るj事がねらいとして設定され、算数的活動が求められ
ている。
そこで本稿では、『九九表』に関する決まりに注目する。
特に、『九九表』に留まらず、掛けられる数がml，..，m2、
掛ける数が nl，..，n2(ただし、 ml，m2，nl，n2E N、
ml重m2、nl;: n2)の拡張した衰を鍛う。その表を
W[(ml' m2)， (nl， n2)]表.s(ml = 1、 nl = 1の場合は
それぞれ W[m2，(nl ， n2)] 表』、 ~[(ml ，m2)， n2]表』と略
す。特に、 ml= nl = 1， m2 = n2 = 9の場合は『伊，9]
表』、つまり、『九九表』となる)と表すことにする。
nl n2 
時代の教科書『口遊(くちずさみ).sでは「一九々Jなど 1m， 
と表現されている)。その他、特徴的なこととしては、 目 . 
当時の九九は現代と違って「九九八十一、八九七十二
ml x nl 
|.. I n I・|
ml xn2 
一・Jと続けられ、出土品には、冒頭部分のみ書かれて m mxn 
いるものも多い。尚、その後の『九九』の鉱がりに関し
m2 x nl m2 x n2 ては、 [1]等に詳しい。また『九九』は、古代中国の文 1m2
献にも記載されており [3]に詳しい。
また、この表の積部分を行列と同様にみなし、掛けら
さて、小学校第2学年で学習する『九九』を一覧表
にしたものは『乗法九九表(九九表).sとして知られ、こ
の衰を当該学年で確実に習得することは極めて重要であ
り、後の学習、除法や小数・分数計算にも多大な影響を
本 大阪教育大学実践学絞教育講座
機構岡山大学 大学院教育学研究科
れる数がm、掛ける数がnに対応する積 mxn部分を
m行n列成分 (m，n)で表す。本稿で扱う『九九表』の
性質に関しては、数学的証明まで範囲薦に入れると算数の
学習に留まらず、中学校・高等学校数学の学習内容とし
て取り上げる事もできる。
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2 r集法九九褒』の性質【I】一小学校算数
『九九褒』の性質とその発展
はじめに、小学校算数で扱われる『九九表』の性質に
ついて次の通り確認する:
(I・1)乗数と積の関係(同数累加):乗数(被乗数)
が1繕えると積は被乗数(乗数)ずつ糟える。
[1-2)交換法則 (ax b = b x a) : r、~(表中左上
から右下)方向の対角成分に関して線対称、に位置す
る成分は、 (a，b)，(b，a)である。
(I・3)分配法則((a+b)x c =a x c+b x c): (a+b) 
行成分の値は、 a行成分と b行成分の値の和になる
(夢IJに関しでも同様)。
[1・4)値は36種あり、多様な2数の積で表される
値がある。(例:12 = 2 x 6 = 3 x 4 = 4 x 3 = 6 x 2(4 
通り))
[1-5) r~ 方向の対角成分上の値は、自然数の
2乗で表される。
ここで、 [1-1)、[l・2)に関して次の結果を与える。ま
ず、 [1-1)に関連して次の性質が成り立つ:
[1吋 r[(mt，m:;j)， (nt， n:;j)]表』においてm'，mぺn
がml壬m'重m"三m2，nl重n壬n2を満たす
とき、
(m'，n)成分値)+ ((mぺn)成分値)
= (m' + k，n)成分値)+ ((m" -k，n)成分値)
但し、 kI立、 max{ml-m'，m" -m2}芸k三
min{m2-m'，m"-mt}を満たす繋数である。特に、
m"-m'が偶数のときm'+ko= m"ー んとなる k=
koが存在し ((m'，n)成分値)+ ((mペn}成分値)=
2((m' + ko，n)成分値)(=2((m" -ko，n)成分値)}
となる。
[1-2)の結果に関して、次が得られる:
[1・7)r[(m，m+l)，(n，n+l)] 表』において、 k，hが
0壬k，h重lをみたすとき、 2つの成分(m+h，n+k)
と(m+k，n+h)とはr"J方向の対角線に関し
て線対称の関係にあり、それらの成分の値が一致す
るための必要十分条件はm=nである.
r/~ (表中右上から左下)方向の対角成分に関して、
次の性質が得られる:
[1-8) r九九表』において、 f/.D方向の対角成分に
関して線対称に位置する成分値のーの位の数字は一
致する。
[1-8)の結果は、次のように拡張される :
[I・9)r[{m，m+l)，(n，n+l)J表』において、 k，hが
0壬k，h~ 1をみたすとき、 2つの成分(m+h，n+k)
と(m+l-k，n+l-h)とはr/.D方向対角成分に
関して線対称の関係にあり、それらのーの位の数字
が一致するための必要十分条件は、 m+n+l三 O
(modl0)である。
尚、 [l・9)の置E明では、
五干I二五
(m+ h.n+ 1-h) 
("i+I-Al，帽 +1-1)
(m + 1 -k)(n + 1 -h)一(m+ h)(n + k)
= (l-k -h)(l + m + n) 
に注意する。
点対称の関係についても『九九表』では次が得られる:
[1-10) r九九表』の成分 (5，5)に関して点対称に位
置する 2つの成分のーの位の数字は?致する。
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この [1-10]は、次のように拡張される:
(1-11] ~[(m -1， m+ 1)， (n-1， n+ 1 )] 表~ (0 < 
1 <凶n{m，n})において、 k，hが-1~ k，h重lの
とき、 2つの成分 (m+k，n+h)と(m-k，n-h)
とは、 (m，n)に関して点対称の関係、にあり、それら
のーの位の数字が一致するための必要十分条件は、
m，n言。(mod5)である。
尚、表の行と列の数がともに偶数、つまり、 n(m-
l，m+l+ l)，(n-l，n+l + 1)]表』の場合、 [1-11]は成
り立たない。事実、表の中央には、次の4数が集まる。
(m，n+1) 
(m+1，n+1) 
ここで対称に位置する数の lの位の数字が一致すると仮
定すると、 (m+1)(n+1)-mn= m+n+1三o(mod10) 
かつ (m+ l)n -m(n + 1) = n -m三o(mod10)でな
ければならず、このとき 2m+1三o(modlO)となり矛
盾が生じる.
尚、 (II-1] は、 2(k+2k+3k+・ +(k-1)k)+k2=
2(1+2+3十一+(ト1))k+k2= 2.!(k-1)k.k+k2 = k3 
より明らか。
次に、 n(ml!m2)， (nl! n2)]表』の4隅の成分(ml，nl)，
(m2，nl)， (m1，n2)， (m2，n2)に関して、次が成り立つ:
(II引 ~[(ml! m2)， (n1， n2)]表』において、左上
(mt，nl)と右下(町，n2)との成分の値の積は、左
下(m2，nl)と右上 (m1，n2)との成分の値の積に等
しい。
(I・3] W[(mt， m2)， (n1' n2)]表』において、 4隅の
成分の和は、(表外に位置する)(m1 +町，n1+n2) 
成分の値に等しい。
尚、 (II-2]は、 (mlnl)(fi2n2)= (m1n2)(m2nl)より
明らか。実際には、表中の任意の長方型を形成する 4隅
の成分に関して同様の結果が得られる。また、 (II-3]は、
m1n1 + m1n2 + m2n1 + m2n2 = (m1 + m2)(n1 +向)
より明らか。 特に、 m1= n1 = 1のとき、右下成分
の更に 1つ右下(つまり、成分(m2+ l，n2 + 1))に4
数和 m2n2+ fi2 + n2 + 1が現れる。
3 
本節の最後にf[(m，m + k)， (n， n+ k)] 表~ (正方型)
に関して次の興味ある事実を考祭する:
『九九褒』の性質やきまり 日日 ーその
他の『九九褒』の性質とその拡張 / 
『九九表』には、前節で述べた他に関心ある性質があ
る。本節では、その性質や拡張について述べる。
『九九表』は、 [1-5]での通り 2乗数に関する性質を
持つが、 3乗数に関する性質も持ち合わせている:
(II-1] W[m， m]表」を下図の通り逆L字型に区切っ
たとき、その中に現れる成分の値の和は、左上から
順に 13，23，33，..，m3となる。
??
???????????
k 1.寸 m
1 1 . 1(1， k)1 . (l，m) 
. 
k ，(k，l)1 . (k，k)1 .. (k，m) 
・ .. 
τv、 (m，l) . (m，k) . (m，m) 
(I-4] n(m， m+k)， (n， n+k)]表』において、 4隅
の成分 (m，n)，(m+k，n)， (m+k，n+k)， (m，n+k) 
(次の表中の 訴分)を縦と横にそれぞれ sだ
け中心方向に移動(→印)させた後(次の表中の
部分)、反時計回り(時計四りでもよい)にt
だけ移動(尋問させる(次の表中の.部分)。
このとき、元の4隅の成分を表叶数 d湘 と、移動
後の4成分を表す.の和は等しい。但し、 s，tは、
非負整数であり、 s+tε{O，1，2，'" ，k}を満たす。
(I-4]は、次式から明らかである:
同園調幅副+ 
+ 胸・・田園圃固・・・圃
価圃・圃'司盟国+ 品温苫一ーも 函=同副』固
= 4mn + 2km + 2kn + k2 
= mn + (m+h)n + (m+k)(n+k) + m(n+k) 
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[II-4] n+s+t n+k-s n+k 
m r -1 n 
、 J 
m+s <= 
品
m+s+t 
m+k-s-t 
官
m+k-s =今
f ¥ 
m+k CJ n 
尚、 m=nのとき、 4成分の和は、 (2m+k)2(=(2n+k)2) [II-4]を用いるとW[(m，m + k)， (n， n+ k)]表』にお
となる。また、 [5]では、 m= n = 1， k= 21 -2 (1= いて次が導かれる:
1，2，. .)の場合に関する説明が記載されている。
4 W乗法表』の各成分の値の総和
r[(mt， m2)， (nl'向)]表』には、 (m2-ml+1)(n2-nl + 
1)個の成分が存在する。本節では、その値の総和を算出
することを目的とする。勿論、『九九表』程度であれば、
逐次加算計算していくことも可能である。しかし、拡張
した表では、その手法は現実的でない。
そこで総和の算出の為の手法を 2つ述べる:
日I・1] f[m，m]表』において各成分の総和は、次
により得られる:
13 + 23 +・ .+m3.
[III-2] r[(ml， m2)， (町，n2)]表』において各成分
の総和は、次により得られる:
(ml + (ml + 1) +・・・+(町一1)+向)
x (nl + (nl + 1) +・・+(n2 -1) + n~). 
[III-3] r[(m， m + k)， (n， n+ k)] 表』において各
成分の総和は、次により得られる:
j(成分の個数)x (4隅の成分の和)
=j(k+l印 m+め(2n+k) 
[III-3]は、 (II-4](とその証明)より 4隅の成分の
和 (2m+ k)(2n + k)が表中に i(k+1)国個存在するこ
とから得られる。尚、 kが偶数の場合、表の中央の成分
(m+!，n+!)が4隅の成分の和のiであることに注
意する。
lkに、より拡張した表であるW[(mbfl2)， (nb n2)]表』
での総和の算出法を紹介する :
[III-4] f[(ml'向)，(nl， n2)]剥において各成分
の総和は、次により得られる:
(成分の倒数)x (4隅の成分和の平均)
=j(m2-ml+h-nl+仰 I+ m~)(nl +町)
(lU-l)は、 [I-l]より導かれる。また、 [III-2]にお
事実、r[(ml'm2)， (nb町)]表』の任意の?IJnε {nbnl+
いて、 ml= nl = 1， m2 = n2 = mとすると、表は
1，.. ， ~-l， n~} において [I・6] より k= 1，2，.，m2-
W[m，m]表』となるので[IU-l]より、次の等式が得ら
mlに対して
れる:
13 + 23 +・・+m3= (1 +2+・+m)2.
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((ml，n)成分値)+ ((m2，n)成分値)
= ((ml + k，n)成分健)+ ((m2 -k，n)成分値).
よって、総和の算出に当たり (ml! n) 成分と (m~ ， n) 成
分との算術平均 ~(ml+m2)nで第n列の全ての成分の
値を置き換えてもよい。更に、同様の置き換えを他のす
べての列に適用した後、置き換えられた成分の値を用い
て、すべての行mε{ml!ml+l，・・ ，m2-1，m2}で、
先の列と同様の置き換えを行う。このとき、 (m，nl)成
分と (m，n2)成分との値の算術平均は、
1 ((ml + m2)nl ， (ml+町 )n2¥
2 ¥ 2 2 J 
(ml + m2)(nl +町)
4 
なので、この乗法表に現れる金成分の値は !(ml+m2){nl+
n2)となる。ー 方、成分の数は、 (m2-ml+1){町一nl+1)
個なので、求める総和は、 !(m2-ml + 1)(向-nl + 
l){ml + m2)(nl + n2)となる。
上記において川+m.~(n!何}は、 r(元の)表の中央
に位置する数Jになるので次が得られる:
[III-5] W乗法表』において各成分の総和は、次に
より得られる:
(成分の個数)x (表の中央に位置する数).
ただし、行(または列)の数が偶数の場合、表の中
央に位置する行(または列)の2つ(但し、行の数
と列の数とが共に偶数の場合は4つ)の成分値の算
術平均をとる。
尚、 [III-l] から [III-5] の手法による『九九表』
に現れる数の総和は、次の通りである:
[III-l] 13 + ~ +・・・+93= 2025 
[III-2] (1 + 2 +・・・+8 + 9)2 = 452 = 2025 
[III-3] l(8 + 1)2(1 + 1 + 8)2= 2位5
[III-4] }(9-1+ 1)(9-1+ 1)(1+9)(1 +9) = 2025 
[III-5] 9・9x 25 = 2025 
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